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Zusammenfassung: Auf der Basis der Studie „mathematics Teaching in the 21st Century 
(mT21)“, die mit kriteriengeleitet zusammengestellten Stichproben aus Deutschland, Bulgarien, 
Südkorea, Taiwan, mexiko und den USA durchgeführt wurde, werden die fachwissenschaftlichen 
und fachdidaktischen Kompetenzen angehender mathematiklehrkräfte für die Sekundarstufe i 
im internationalen Vergleich untersucht. Um Stärken und Schwächen präziser analysieren zu 
können, wird neben einer traditionellen irT-Skalierung, die über einfach-ladungen die Testper-
formanz in mathematik und mathematikdidaktik abbildet, eine alternative Form der Skalierung 
durchgeführt. Unter der Annahme, dass die lösung mathematikdidaktischer items neben mathe-
matikdidaktischer auch mathematischer Kompetenz bedarf, werden Doppelladungen auf diese 
beiden Faktoren zugelassen. in einem weiteren modell erfolgt zudem eine Berücksichtigung der 
inhaltsgebiete Arithmetik, Algebra, Funktionen, geometrie und Stochastik als erklärungsfaktoren 
für die lösung fachbezogener items. Dieses dritte modell, das eine hierarchische Struktur von 
lehrerkompetenzen annimmt, weist die beste Anpassung an die Daten auf. nur in diesem mo-
dell werden auch die je spezifischen Schwerpunktsetzungen der an MT21 beteiligten Schul- und 
Ausbildungssysteme deutlich, und zwar sowohl im Hinblick auf die relative gewichtung von 
lerngelegenheiten in mathematik und mathematikdidaktik als auch im Hinblick auf die lernge-
legenheiten in den fünf inhaltsgebieten.
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Modeling teacher competencies—Using different IRT-scales to diagnose 
strengths and weaknesses of German teacher trainees in an international 
comparison

Abstract:  This contribution will investigate both the subject-specific and the didactic competen-
cies of trainee teachers for lower secondary education in mathematics on the basis of the study 
“mathematics Teaching in the 21st Century (mT21)”, which compares criteria-based samples 
from germany, Bulgaria, South Korea, Taiwan, mexico and the USA. in order to analyze their 
strengths and weaknesses more precisely, the paper considers both traditional irT-scaling of com-
petencies, which involves a simple loading of test performance in mathematics and didactics of 
mathematics, and an alternative. Under the assumption that solving items concerning didactics of 
mathematics requires competencies in didactics of mathematics and mathematics itself, a double-
barreled approach was used in the alternative. in a further elaboration of this model, knowledge 
of arithmetic, algebra, functions, geometry and stochastic was used as a set of further explanatory 
factors for solving the items. This third model, which presumes a hierarchical structure of teach-
ing competencies, displays the best data fit. Only this model reflects the specialisms and focal 
points of the education and training systems in the countries participating in mT21 concerning 
the relative learning opportunities in mathematics and didactics of mathematics and concerning 
the five subject areas in the field of mathematics.

Keywords:  international comparison · irT-scales · maths lessons · Teacher competencies · 
Teacher training

Schulleistungsstudien wie TimSS und PiSA liefern für Deutschland seit mehr als zehn 
Jahren zuverlässig Auskunft über die leistungsfähigkeit unserer Schülerinnen und Schü-
ler im internationalen Vergleich. entsprechende Studien fehlten für den lehrerbereich 
lange Zeit fast vollständig. im vorliegenden Beitrag wird am Beispiel angehender mathe-
matiklehrkräfte für die Sekundarstufe i am ende ihrer Ausbildung erstmals eine Analyse 
der spezifischen Leistungsstärken und -schwächen deutscher Referendare im interna-
tionalen Vergleich vorgelegt, und zwar auf der Basis der Untersuchung „mathematics 
Teaching in the 21st Century (mT21)“. MT21 wurde in kriteriengeleitet ausgewählten 
regionen von sechs ländern durchgeführt: in Deutschland, Bulgarien, Südkorea, Tai-
wan, mexiko und den USA.

Unsere leitende Annahme war, dass sich die Kompetenzen der lehrkräfte aus diesen 
sechs Stichproben in ihrem Umfang und ihren Schwerpunkten deutlich unterscheiden. 
Damit die Ergebnisse möglichst spezifisch und präzise ausfallen und Rückschlüsse auf 
Wirkungen der lehrerausbildung zulassen, werden unterschiedliche Skalierungsmo-
delle verwendet, um neben der herkömmlichen Beschreibung von Testperformanz in den 
Hauptdimensionen dezidiert Teilkompetenzen der angehenden mathematiklehrkräfte 
betrachten zu können. Die zentrale Hypothese ist, dass auf diese Weise länderspezifische 
Profile zu erkennen sein werden. Diese spiegeln vermutlich Schwerpunktsetzungen der 
jeweiligen lehrerausbildungs- und Schulsysteme wider.

mit der Aufstellung und dem Vergleich der unterschiedlichen Skalierungsmodelle soll 
gleichzeitig ein theoretischer Beitrag zu einer präziseren modellierung von „lehrerkom-
petenzen“, vor allem im Hinblick auf deren fachwissenschaftliche und fachdidaktische 
Komponenten geleistet werden. Die sowohl im deutsch- als auch im englischsprachigen 
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raum weit verbreitete Unterscheidung von fachdidaktischem Wissen ( pedagogical con-
tent knowledge) und Fachwissen ( content knowledge) stellt eine analytisch auf den ersten 
Blick überzeugende Kategorisierung dar (Shulman 1985; Bromme 1992). in vielen Fach-
didaktiken – nicht nur in der mathematikdidaktik – wird sie aber seit Jahren intensiv dis-
kutiert, insbesondere unter dem Aspekt, ob eine Separierung überhaupt möglich und wenn 
ja, wie diese genau zu konzeptualisieren sei (graeber u. Tirosh 2008). in empirischen 
Studien wird diese Frage besonders virulent, wenn es darum geht zu bestimmen, welche 
Fähigkeitsdimensionen herangezogen werden, um ein mathematisches oder mathematik-
didaktisches item zu lösen.

im Folgenden werden zunächst der theoretische rahmen der Studie MT21 (1) und die 
hier verfolgten Forschungsfragen (2) dargelegt, bevor das Untersuchungsdesign beschrie-
ben (3) und auf Details der Skalierung eingegangen wird (4). im Anschluss wird präsen-
tiert, durch welche Stärken und Schwächen sich die angehenden lehrkräfte aus den sechs 
MT21-Stichproben im internationalen Vergleich auszeichnen und in welchem Verhältnis 
diese ergebnisse zur gestaltung von lehrerausbildung und Schule stehen (5). Abschlie-
ßend werden Schlussfolgerungen für weitere Forschungen und die lehrerausbildung dis-
kutiert (6).1

1   Theoretischer Rahmen

Den Kern des theoretischen rahmens von MT21 bildet eine Konzeptualisierung der pro-
fessionellen Kompetenz, mit der Lehrkräfte berufliche Anforderungen erfolgreich bewäl-
tigen können. im Anschluss an Weinert (1999) wurde diese Kompetenz differenziert in

 kognitive Fähigkeiten und Fertigkeiten (Professionswissen) sowie
 damit verbundene motivationale, volitionale und soziale Bereitschaften und Fähig-
keiten, Problemlösungen in variablen Situationen erfolgreich und verantwortungsvoll 
zu nutzen (professionelle Überzeugungen).

Professionelle Kompetenz im Weinertschen Sinne stellt damit ein Konstrukt dar, das 
kognitive und affektiv-motivationale Dispositionen umfasst. in Tab. 1 ist dokumentiert, 
welche handlungsrelevanten Situationen und Anforderungen für mathematiklehrkräfte in 
den sechs MT21-Ländern identifiziert wurden (für weitere Details s. Blömeke et al. 2008). 
„Unterrichten“ sowie „Beurteilen, Beraten und Fördern“ stellen danach Kernaufgaben 
von lehrpersonen dar, die länderübergreifend als unverzichtbar gelten und zugleich als 
quantitativ messbar erschienen. Hierauf sind daher die Tests in MT21 ausgerichtet. im 
gegensatz dazu sind „erziehen“ und „professionelle ethik“ im internationalen Vergleich 
unterschiedlich konnotiert und damit nur schwer operationalisierbar. Der in Deutschland 
bedeutsame Bereich der „Schulentwicklung“ stellt nicht in allen ländern eine Kernanfor-
derung an lehrpersonen dar.

insofern ist darauf hinzuweisen, dass lehrerkompetenzen über die in MT21 erfassten 
Dimensionen hinausgehen. erziehen, Beraten und Schulentwicklung sowie ein professio-
nelles ethos sind wichtige Anforderungen an lehrpersonen und sollen in ihrer Bedeutung 
durch die Testanlage nicht negiert werden. eine reduktion von lehrerausbildung und 
lehrerhandeln auf Unterrichten und Beurteilen würde eine engführung schulischer Funk-

●
●
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tionen implizieren, die von MT21 nicht intendiert ist. gleichzeitig kann aber festgehalten 
werden, dass die zentralen Aufgaben von lehrpersonen damit angemessen erfasst sind.

in ergänzung zu diesem kompetenzorientierten Zugang zur Testentwicklung, der sich 
auf die unter A und B genannten beruflichen Situationen bezieht, wurde ein analytischer 
Ansatz gewählt, um die in diesen Situationen benötigten Teilkompetenzen kognitiver und 
affektiv-motivationaler Provenienz im MT21-Test repräsentieren zu können. Dabei galt 
es sicherzustellen, dass für eine realistische Abbildung der erforderlichen Teilkompeten-
zen sowohl die wichtigsten inhaltsgebiete, in die der mathematikunterricht unterteilt ist 
und in denen eine lehrkraft durchaus unterschiedlich leistungsstark sein kann, als auch 
die wichtigsten didaktischen Anforderungen an lehrkräfte zur Bewältigung der oben 
genannten beruflichen Situationen mit hinreichend vielen Items im Test vertreten sind.

1.1  inhaltsgebiete des mathematikunterrichts

Die inhalte des mathematikunterrichts wurden in MT21 in fünf gebiete unterteilt. mit 
Arithmetik, Algebra, Funktionen und geometrie wurden inhaltsgebiete berücksichtigt, 
die traditionell zum Standardrepertoire des mathematikunterrichts in der Sekundar-
stufe i gehören. Statistik – in den KmK-Bildungsstandards unter der leitidee „Daten 
und Zufall“ zusammengefasst – stellt demgegenüber ein gebiet dar, dem aufgrund seiner 
hohen Anwendungsrelevanz in Alltag und Wissenschaft erst neuerdings größeres gewicht 
eingeräumt wird (nCTm 2000; KmK 2004).

im Zuge der item-entwicklung galt es im Blick zu haben, dass diese fünf gebiete 
hinreichend items aufweisen. gleichzeitig hatte eine Orientierung an den in Tab. 1 doku-
mentierten beruflichen Anforderungen zu erfolgen, um sicherzustellen, dass der Test 
hinreichend auf den schulischen Alltag ausgerichtet ist. Schließlich erfolgten zwei syste-
matische einschätzungen der curricularen Validität des MT21-Tests in Deutschland, zum 
ersten im Zuge der Testentwicklung im Hinblick auf die Studienordnungen der deutschen 
mathematiklehrerausbildung und zum zweiten nach deren Veröffentlichung im Hinblick 
auf die Standards für die lehrerbildung (DmV et al. 2008).

Tab. 1: Definition beruflicher Anforderungen von Mathematiklehrkräften in MT21
Berufliche Aufgaben Situationen
A: Unterrichten 1. Auswahl/einordnung von Unterrichtsthemen

2. Unterrichtsplanung

B: Beurteilen, Beraten und Fördern 1. Diagnose von Schülerleistungen
2. leistungsbeurteilung
3. Beratung von Schüler(inne)n und eltern
4. Umgehen mit Fehlern, rückmeldung geben

C: erziehen 1. lehrer-Schüler-Beziehung
2. Förderung sozial-moralischer entwicklung
3. Umgang mit besonderen risiken
4. Vorbeugung von und Umgang mit Störungen

D: Schulentwicklung 1. Beteiligung an Kooperationen
2. Beteiligung an der Schulevaluation

e: Professionelle ethik 1. Übernahme professioneller Verantwortung
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1.1.1  Arithmetik

Die Arithmetik-Aufgaben des MT21-Tests erfordern entsprechend beispielsweise die Ver-
anschaulichung von Brüchen als typische Anforderung im Zuge der Unterrichtsplanung, 
die ermittlung prozentualer Veränderungen oder die Berechnung der Wahrscheinlichkeit 
von „1“ als letzter Ziffer quadrierter Zahlen als mathematische Anforderungen im Zuge 
der Diagnose von Schülerleistungen und leistungsbeurteilung sowie die Beurteilung der 
Frage, ob „0,99…“ gleich „1“ ist im Zuge des gebens von rückmeldungen zu Schüler-
fragen. Aus arithmetischer Sicht werden damit grundlegende Aspekte der Zahlentheorie, 
Brüche und Dezimalzahlen abgedeckt, sodass für Deutschland nach experteneinschät-
zung von einer guten repräsentativität dieses inhaltsgebietes gesprochen werden kann.

1.1.2  Algebra

Die Algebra-Aufgaben betreffen zum Beispiel den kumulativen Aufbau curricularer 
inhalte im Bereich Algebra als typische Anforderung im Zuge der Auswahl von Unter-
richtsthemen, die Veranschaulichung von Äquivalenzrelationen während der Unterrichts-
planung, die Umformung logarithmischer Ausdrücke oder die Bestimmung der Zahl der 
lösungen einer gegebenen quadratischen gleichung zu Diagnosezwecken sowie genera-
lisiertes Wissen über algebraische gleichungen beim Umgang mit Schülerfehlern. nach 
experteneinschätzung stellt die item-Auswahl für Deutschland eine angemessene Aus-
wahl aus dem inhaltsgebiet der Algebra dar, namentlich unter Berücksichtigung der gege-
benen Beschränkungen der Testzeit.

1.1.3  Funktionen

Die Aufgaben zum Bereich der Funktionen behandeln die Definition von Stetigkeit und 
die interpretation von graphen als mathematische Anforderungen, eingebettet in viel-
fältige kontextuelle Probleme und ausgerichtet auf den Umgang mit Schülerfehlern, die 
Identifikation von Fehlvorstellungen und die Leistungsbeurteilung. Das Gebiet ist aus 
deutscher Sicht nach experteneinschätzung nur unzureichend abgedeckt, da der Funkti-
onsbegriff nur implizit vorkommt und graphische Darstellungen vor allem im Vergleich 
zur Definition dieses Gebietes in den deutschen Standards für die Lehrerbildung (DMV 
et al. 2008) überrepräsentiert sind.

1.1.4  Geometrie

Die international ausgewählten inhalte aus der geometrie werden nach experteneinschät-
zung typischerweise auch in Deutschland gelehrt, sodass ihnen eine gute repräsentati-
vität zugesprochen werden kann. es geht um die interpretation von Schülerskizzen zu 
geometrischen Zusammenhängen, um die Bestimmung von Figuren im Kreis, um Ver-
schiebungen, um das Beweisen von Winkelgrößen in einem Dreieck, um Folgerungen 
aus der Bestimmung der mittelsenkrechten in einem Dreieck und um die Diagnose von 
Schülerfähigkeiten anhand von freigegebenen Aufgaben aus TimSS 1995 (Harmon et al. 
1997).
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1.1.5  Statistik

Der Bereich der Statistik hat die Analyse und Zusammenfassung von Testergebnissen 
zu gruppen und deren graphische repräsentation sowie die interpretation des Begriffs 
„arithmetisches mittel“ zum gegenstand. Versteht man Statistik als schulisches inhalts-
gebiet, in dem es vor allem um die interpretation von Daten geht, so kann man die curri-
culare repräsentativität als gegeben ansehen. Das größere Themengebiet der Stochastik, 
das in den DmV-, gDm- und mnU-Standards für die lehrerbildung vorgesehen ist 
(DmV et al. 2008), ist durch die Aufgaben allerdings nicht hinreichend repräsentiert. im 
Vergleich zu den anderen inhaltsgebieten ist die Statistik im Bereich mathematik durch 
vergleichweise wenige items vertreten.

1.2  Didaktische Anforderungen

Knapp zwei Drittel der MT21-items sind direkt auf die Bewältigung der didaktischen 
Anforderungen ausgerichtet, mit denen mathematiklehrkräfte laut Tab. 1 in ihrem beruf-
lichen Alltag konfrontiert sind. DmV, gDm und mnU (vgl. DmV et al. 2008) halten 
diese Anforderungen in ihren Standards für die lehrerbildung in Deutschland ebenfalls 
für zentral.

in curricularer und unterrichtsplanerischer Hinsicht – Anforderung A: Unterrichten 
– wird die Bewältigung beruflicher Probleme verlangt, die sich bereits vor Beginn des 
Unterrichts stellen. Planerisch gesehen müssen fachliche inhalte für die Schülerinnen und 
Schüler ausgewählt, begründet, angemessen vereinfacht und unter nutzung verschiede-
ner repräsentationsformen aufbereitet werden (Krauthausen u. Scherer 2007; Vollrath 
2001). Curricular gesehen handelt es sich um die Frage des Aufbaus mathematischer 
Kompetenz im Durchgang oder Aufstieg durch die Schuljahre. Was müsste es zum Bei-
spiel für spätere Unterrichtseinheiten bedeuten, wenn man einen klassischen Themenbe-
reich der Schulmathematik in der Sekundarstufe i aus dem Curriculum entfernte? in den 
DmV-, gDm- und mnU-Standards (vgl. DmV et al. 2008) werden diese Anforderungen 
an die Lehrkräfte als „fachbezogene Reflexionskompetenzen“ bezeichnet.

Berufliche Anforderungen während des Unterrichts betreffen das unterrichtliche Han-
deln von lehrpersonen in der unmittelbaren interaktion mit Schülerinnen und Schülern, 
also Anforderung B: Beurteilen, Beraten und Fördern. Hier geht es darum, deren Ant-
worten – handele es sich nun um verbale oder schriftliche reaktionen auf Aufgaben oder 
Fragen – bezüglich ihres kognitiven niveaus, ihrer Komplexität sowie eventueller Fehler 
und Fehlermuster einzuordnen, rückmeldungen zu geben und mit interventionsstrategien 
angemessen darauf zu reagieren (Krauthausen u. Scherer 2007; Vollrath 2001). neben der 
kognitiven Zielorientierung gilt es zudem, die lernenden zu motivieren bzw. ihre moti-
vation aufrecht zu erhalten. Die deutschen Standards für die mathematiklehrerausbildung 
formulieren detailreich diese Anforderungen.

Die bisher angesprochenen Bereiche mathematikdidaktischer Kompetenz sind insofern 
durch die MT21-Aufgaben breit repräsentiert. Allerdings ist festzuhalten, dass der in den 
DmV-, gDm- und mnU-Standards zusätzlich aufgeführte Teilbereich der „mathematik-
didaktischen Basiskompetenzen“ nicht in das Design aufgenommen werden konnte. Die 
MT21-Aufgaben sind überwiegend als Reaktion auf einzelne, wohl definierte Situationen 
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der oben geschilderten Art angelegt, weniger als Herausforderung zu grundsätzlichen 
Reflexionen über Mathematikunterricht, zur langfristigen Planung von Unterricht oder 
zum Umgang mit komplexen Situationen.

2   Fragestellungen

entsprechend dem bisher Dargelegten werden in diesem Beitrag zwei zentrale Fragestel-
lungen verfolgt. Die erste Fragestellung ist empirisch-konzeptueller Art und richtet sich 
auf die mehrdimensionale modellierung von lehrerkompetenzen. Ziel ist, in zwei Schrit-
ten ein modell zu entwickeln, das den dargestellten theoretischen rahmen und die damit 
verbundenen Hypothesen zum Verhältnis von mathematischen, mathematikdidaktischen 
und inhaltsgebundenen Teilkompetenzen präziser widerspiegelt als traditionelle Kompe-
tenzmodelle, die sich auf die Testperformanz beschränken. in einem ersten Schritt wird 
– geleitet von der folgenden Hypothese – dem Verhältnis von mathematischer und mathe-
matikdidaktischer Kompetenz nachgegangen: Während die lösung der mathematischen 
Items allein von der zugrunde liegenden mathematischen Teilkompetenz beeinflusst ist, 
hängt die lösung der mathematikdidaktischen items nicht nur von der mathematikdi-
daktischen, sondern auch von der mathematischen Teilkompetenz ab (H1). Diese stellt 
also einen Generalfaktor dar, der die Lösung aller Items beeinflusst. In einem zweiten 
Schritt werden die inhaltsgebiete aufgenommen. Dabei wird davon ausgegangen, dass 
die lösung sowohl der mathematischen als auch der mathematikdidaktischen Testitems 
zusätzlich durch inhaltsspezifische Teilkompetenzen beeinflusst ist (H2).

Die zweite Fragestellung ist empirisch-methodischer natur. Die leitende Annahme hier 
ist, dass bei einer modellierung, die die mehrdimensionalität der lehrerkompetenzen ent-
sprechend H1 und H2 auf Item-Ebene aufnimmt, stichprobenspezifische Profile zu erkennen 
sein werden, die Schwerpunktsetzungen der jeweiligen lehrerausbildungs- und Schulsys-
teme widerspiegeln, die in traditionellen modellen überdeckt werden. Dies sollte sowohl 
für das Verhältnis von mathematik und mathematikdidaktik gelten (H3) als auch für die 
fünf inhaltsgebiete Arithmetik, Algebra, Funktionen, geometrie und Statistik (H4).

3   Untersuchungsdesign

3.1  Untersuchungsgruppe

Die MT21-Zielgruppe angehender mathematiklehrkräfte der Sekundarstufe i wurde in 
einem mehrschrittigen Verfahren kriteriengeleitet definiert. Zunächst wurden die Teil-
nahmeländer, dann die Ausbildungsinstitutionen und schließlich die Personen bestimmt, 
die erreicht werden sollten (s. Tab. 2). insofern ist darauf hinzuweisen, dass es sich bei 
der MT21-Stichprobe nicht um eine Zufallsauswahl handelt, sondern um ein sorgfältig 
zusammengestelltes Judgement Sample (Anderson et al. 2009), das zentralen von exper-
tinnen und experten bestimmten Populationsparametern folgt, mit denen die Variation 
der lehrerausbildung möglichst umfassend abgebildet wird.

Der Auswahl der sechs länder Bulgarien, Deutschland, mexiko, Südkorea, Taiwan 
und USA lagen Daten aus drei Surveys zugrunde. Die länder repräsentierten zum Zeit-
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punkt der Studie die Haupttypen an lehrerausbildungssystemen (eurydice 2004; OeCD 
2004),2 sie decken das Spektrum an Schülerleistungen in der Sekundarstufe i ab (mul-
lis et al. 2008; OeCD 2007) und sie stellen überwiegend länder mit einem hohen ent-
wicklungsniveau dar, um sozio-ökonomische Verzerrungen gering zu halten (Un 2008). 
In Bulgarien, Südkorea und überwiegend auch in den USA findet die Sekundarstufen-I-
lehrerausbildung in Vier-Jahres-Programmen an Universitäten statt. in mexiko handelt 
es sich um ebenso lange Ausbildungen an Hochschulen, die auf die lehrerausbildung 
spezialisiert sind. In Taiwan finden sich beide Typen an Ausbildungsinstitutionen; die 
länge der Ausbildung umfasst dabei jeweils fünf Jahre: vier Jahre an den institutionen 
und ein Jahr in der Schulpraxis. Die Ausbildung in Deutschland ist zweiphasig und fin-
det zunächst für 3,5 bis 4,5 Jahre an Universitäten bzw. Pädagogischen Hochschulen 
und dann für 1,5 bis zwei Jahre an staatlichen Studienseminaren statt. Sekundarstufen-i-
lehrkräfte werden entweder in kombinierten Primar- und Sekundarstufen-i-Programmen 
(Deutschland, USA), in kombinierten Sekundarstufen-i- und -ii-Programmen (Bulgarien, 
Südkorea, Taiwan) oder in spezialisierten Sekundarstufen-i-Programmen ausgebildet 
(mexiko, USA).

innerhalb der sechs länder wurden anhand von vier Kriterien institutionen ausge-
wählt, die die Variationsbreite der Ausbildungssysteme widerspiegeln. Bei den Kriterien 
handelte es sich um den Ausbildungstyp, die größe der institutionen, ihre regionale lage 
und ihre Selektivität. Als indikator für letztere wurden die für eine Zulassung erforder-
lichen Schul- oder Testleistungen verwendet. in den beiden großen Teilnahmeländern 
Deutschland und USA wurden alle vier Kriterien angewandt, in den übrigen vier ländern 
nur jene, von denen zu erwarten war, dass sie die Variation am besten abbilden würden.

innerhalb der institutionen wurden Vollerhebungen der angehenden lehrkräfte am 
ende der Ausbildung angestrebt. Unterschiedliche Ausschöpfungsquoten wurden durch 
geeignete gewichtungsverfahren ausgeglichen, und zwar nach dem modell prinzipiell 
gleicher Ziehungswahrscheinlichkeiten ( response homogeneity group-modell; Särndal et 
al. 1997) von individuen pro institution und von institutionen pro region (gabler et al. 
1994; Kish 1965). Die gewichte wurden so gewählt, dass die Summe der gewichte der 
Anzahl der befragten Personen entspricht (rosing u. ross 1992).

Die sechs Stichproben sind damit für die in der Auswahl befindlichen Institutionen 
und regionen repräsentativ, nicht aber für die beteiligten länder insgesamt. eine weitere 
Adjustierung der Gewichte im Hinblick auf landesspezifische Populationen konnte nicht 
erfolgen, da entsprechende Angaben fehlen. insofern ist deutlich darauf hinzuweisen, 
dass unmittelbare ländervergleiche auf der Basis einzelner mittelwerte nicht zulässig 
sind, da die Qualität der Stichproben nicht hinreichend genau eingeschätzt werden kann. 
im Fokus des vorliegenden Beitrags stehen entsprechend nicht die deskriptiven Befunde, 
sondern die Strukturunterschiede, die in den verschiedenen Skalierungsansätzen sicht-
bar werden und deren Punktschätzer jeweils ggf. vergleichbar verzerrt sind. insgesamt 
besteht die MT21-Stichprobe angehender mathematiklehrkräfte der Sekundarstufe i aus 
1.127 Personen.

3.2  Untersuchungsinstrumente

Für den fachbezogenen leistungstest wurde ein rotiertes Testdesign mit zwei Testheften 
verwendet, um angesichts der beschränkten erhebungszeit von 90 min eine hinreichend 
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große Zahl an items einsetzen zu können. Die entwicklung des Tests begann mit einer 
Sichtung vorhandener Studien, um Items zu identifizieren, die sich bereits bewährt hatten. 
in einem zweiten Schritt wurden anhand der oben dargestellten analytischen Dimensio-
nierung professioneller Kompetenz in den nationalen Projektteams der sechs Teilnah-
meländer items entwickelt. Zudem wurden unter einbeziehung von mathematikern, 
mathematikdidaktikern und erziehungswissenschaftlern aus den teilnehmenden ländern 
item-entwicklungsworkshops durchgeführt. Auf diese Weise entstand ein umfangreicher 
itempool, der mehreren expertenreviews unterzogen wurde. Die verbleibenden Aufgaben 
wurden in einer Pilotstudie erprobt, auf deren Basis die endgültige Zusammenstellung 
des leistungstests für die Hauptuntersuchung erfolgte. in Tab. 3 ist dokumentiert, in wel-
chem Umfang die Teilkompetenzen in der endfassung repräsentiert sind.3

in Abb. 1 ist eine mathematische Beispielaufgabe aus dem Bereich der Algebra dar-
gestellt. in der Aufgabe ist die Anzahl der lösungen einer quadratischen gleichung zu 
bestimmen. Option 3 stellt die korrekte lösung dar. Das item ist ein Beispiel für die in 
MT21 angewendete idee, Distraktoren nach bekannten konzeptionellen Fehlvorstellungen 
angehender lehrkräfte zu formulieren. Auf diese Weise werden Detailanalysen möglich, 
die unterhalb der ebene „falsch – richtig“ Hinweise auf das niveau des fachbezogenen 
Wissens geben, indem den falschen Antworten eine unterschiedliche Qualität zukommt.

Das in Abb. 2 dokumentierte Beispiel zur erfassung mathematikdidaktischen Wissens 
geht von einer klassischen Aufgabe aus dem Bereich der geometrie aus und beinhaltet 
vier items. Die Aufgabe thematisiert die Angemessenheit von unterschiedlichen Schüler-
beweisen und geht in ihrem schülerbezogenen Kern auf eine Aufgabe aus dem „Year 8 
Proof Survey“ von Küchemann u. Hoyles (2002) zurück, die in geeigneter Form adaptiert 
wurde. Die korrekten lösungen sind für Anna und Bruno jeweils Option 2, für Charlotte 

Tab. 3: Anzahl der items in den Dimensionen des MT21-leistungstests
mathematik mathematikdidaktik gesamt

Arithmetik  7 15 22
Algebra 10  6 16
Funktionen  7 11 18
geometrie  8  5 13
Statistik  2  9 11

gesamt 34 46 80

Abb. 1: mathematische Beisp-
ielaufgabe aus MT21

− 
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Abb. 2: mathematikdidaktische Beispielaufgabe in MT21

Anna, Bruno, Charlotte und Daniel diskutieren, ob die folgende Aussage wahr ist:  
x° + y° ist gleichgroß wie 180° + z°.  

Annas Antwort 

Ich habe die Winkel in der 
Zeichnung gemessen und 
herausgefunden, dass der Winkel
x 110° beträgt. Winkel y ist 125° 
und Winkel z ist 55°. 
110° + 125° = 235° 
und 180° + 55° = 235°. 

Also sagt Anna, dass es wahr ist. 

Brunos Antwort 

Ich kann Punkt P so 
verschieben, dass das 
Dreieck gleichseitig ist und 
seine Winkel 60° sind. 

In der Zeichnung sind A und B 
zwei feste Punkte auf der 
Geraden m. Punkt P kann 
bewegt werden, aber bleibt 
oberhalb von m und bleibt 
verbunden mit A und B. 

K4.

zo

m 

P

B A 

yoxo

60°

60°

60°

Damit ist x 120° und y ist 120°. 
120° + 120° ist dasselbe wie 180° + 60°. 

Also sagt Bruno, dass es wahr ist. 

Charlottes Antwort 

Ich habe drei parallele 
Linien gezeichnet, die
zur Basis rechtwinklig 
sind.

90°  90°

 

Anna Bruno Charlotte Daniel
1. Deine Argumentation enthält einen Fehler.

Denke nochmals darüber nach. .....................................  

2. Es reicht nicht aus, die Aussage an einem  
Beispiel zu überprüfen. Denke nochmals 
darüber nach. .................................................................

3. Ausgezeichnet! Dies ist ein überzeugender 
Beweis. ..........................................................................

Kreuzen Sie die am meisten angemessene Antwort für jede(n) Schüler(in) an.

Die beiden mit einem    markierten 
Winkel sind gleichgroß und die beiden 
mit einem ○ markierten sind gleichgroß. 
Winkel x ist 90° +     und Winkel y ist  
90° + ○. Also x + y ist 180° +     + ○,  
was 180° + z° ist.  

Also sagt Charlotte, dass es wahr ist.  

Daniels Antwort 

Ich habe an eine Zeichnung gedacht,
wo die Winkel x, y und z alle 170° sind.

170°

170° 170°

In meiner Zeichnung sind x + y nicht 
gleich zu 180° + z°. 
 
Also sagt Daniel, dass es nicht wahr
ist. 
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Option 3 und für Daniel Option 1. Weitere item-Beispiele sind in Blömeke et al. (2008) 
dokumentiert.

Der Umfang und die inhalte der mathematischen und mathematikdidaktischen Aus-
bildung der angehenden lehrkräfte wurden institutionenübergreifend in Form von Doku-
mentenanalysen der Ausbildungscurricula und expertenbefragungen durchgeführt. Sie 
ergeben einen eindruck davon, welche Schwerpunktsetzungen in den jeweiligen Aus-
bildungssystemen gesetzt werden (zum Zusammenhang von lerngelegenheiten in der 
lehrerausbildung und Kompetenzerwerb auf individualebene s. Blömeke et al. 2010).

4   Skalierung

4.1  modellierung des Verhältnisses von fachwissenschaftlicher und fachdidaktischer 
lehrerkompetenz

Datenanalysen in Studien mit standardisierter Testung sind zumeist darauf ausgerichtet, 
das Kompetenzprofil von Testpersonen über die von ihnen gezeigte Performanz in Unter-
tests abzubilden. Bekanntestes Beispiel hierfür sind Studien zu Schülerleistungen wie 
die PiSA-Studie (Baumert et al. 2001; Prenzel et al. 2004). Die Werte der Testpersonen 
werden entweder in mehreren eindimensionalen, neuerdings auch gemeinsam in einem 
mehrdimensionalen modell probabilistisch skaliert. Unter Performanzgesichtspunkten ist 
dabei entscheidend, dass jedes item nur auf eine Dimension lädt, d. h. seine lösung wird 
nur auf eine Kompetenz zurückgeführt („factorial-simple structure“; mcDonald 2000). in 
den PiSA-Skalierungen laden mathematik-items beispielsweise lediglich auf die Dimen-
sion „mathematische Kompetenz“ und nicht auf die Dimension „lesekompetenz“. Die 
hohe Korrelation von r = 0,77 (leutner et al. 2004) zwischen den beiden Konstrukten lässt 
sich vermutlich teilweise darauf zurückführen, dass Schülerinnen und Schüler auch lesen 
können müssen, um die mathematikaufgaben lösen zu können.

Dieselben Skalierungsprinzipen galten für lehrerstudien wie COACTiV (Brunner et al. 
2006) und die ersten nationalen Analysen zu MT21 (Blömeke et al. 2008). mathematik-
items luden ausschließlich auf die Dimension „mathematische Kompetenz“, mathema-
tikdidaktische items auf die Dimension „mathematikdidaktische Kompetenz“ (s. Abb. 3, 
links). Auch hier zeigten sich Überschneidungen zwischen den beiden Kompetenzen in 
hohen latenten Korrelationen um r = 0,80. Konzeptionell ist dieses ergebnis unmittelbar 
einsehbar, setzt die Bewältigung mathematikdidaktischer Anforderungen doch auch die 
Beherrschung der mathematischen grundlagen voraus. Die Skalierung der Dimension 
mathematikdidaktik bildete insofern die gezeigte Performanz der lehrkräfte auf den 
entsprechenden items als Kombination zweier Teilkompetenzen ab, die zusammen zum 
erfolg, heißt zur lösung dieser items führten.

So plausibel und notwendig ein solcher deskriptiver Zugang ist, so wenig vermag er es, 
spezifische Stärken und Schwächen der Lehrkräfte in den zugrunde liegenden Teilkom-
petenzen sichtbar zu machen, da deren gemeinsame Varianz die ergebnisse stark prägt. 
Folgerichtig hatte beispielsweise in MT21 der starke Zusammenhang von mathematik 
und mathematikdidaktik nur geringe Differenzen in den mathematischen und mathema-
tikdidaktischen leistungen der angehenden lehrkräfte erkennen lassen. Um Stärken und 
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Schwächen präziser analysieren zu können, wird für den vorliegenden Beitrag daher ein 
zusätzlicher Skalierungsansatz gewählt, der in der empirischen Bildungsforschung bisher 
eher selten zur Anwendung gelangt ist (Hartig u. Höhler 2008; Koeppen et al. 2008): eine 
mehrdimensionale probabilistische Skalierung, die für die mathematikdidaktischen items 
Doppelladungen zulässt (s. Abb. 3, rechts). Die den mathematischen und den mathematik-
didaktischen items gemeinsame Varianz wird einem generalfaktor „mathematik“ zuge-
ordnet, sodass die in den Residuen wirksame spezifische Varianz der Mathematikdidaktik 
besser sichtbar wird. Auf diese Weise wird die Skalierung als diagnostisches Werkzeug 
genutzt („multidimensional irT as a Diagnostic Aid“; vgl. Walker u. Beretvas 2003).

empirisch sind die beiden modelle – unter der festgelegten restriktion gleicher Fak-
torladungen (s. unten) – mit einfachladungen und Doppelladungen gleichwertig, da sie 
dieselben Zusammenhänge zwischen den items implizieren. Das neue modell nutzt ledig-
lich eine andere Form der Parametrisierung. Konzeptionell steht hinter diesem Zugang 
die Annahme, dass jede mathematiklehrkraft über eine generelle mathematische Kompe-
tenz verfügt, die für die lösung aller fachbezogenen Test-items erforderlich ist, dass sie 
aber zusätzlich über eine spezifische mathematikdidaktische Kompetenz verfügt, die nur 
bei der lösung der mathematikdidaktischen items relevant wird. ein solcher Ansatz kann 
als „within-item multidimensionality“ (Adams et al. 1997) bezeichnet werden, da die 
Lösung der Mathematikdidaktik-Items von mehreren Dimensionen simultan beeinflusst 
wird, während bei einem traditionellen Vorgehen (Adams et al. 1997: „between-item mul-
tidimensionality“) die Überlappung zwischen mathematik und mathematikdidaktik nur 
in den latenten Korrelationen sichtbar wird. in der Tradition der Strukturgleichungsmo-
dellierung werden vergleichbare Ansätze als „bi-factor model“ (Holzinger u. Swineford 
1937) oder „nested-factor model“ (mulaik u. Quartetti 2000) bezeichnet.

Hartig u. Höhler (2008) haben die Aussagekraft eines solchen ergänzenden Vorge-
hens für das Fremdsprachenlernen am Beispiel der DeSi-Daten demonstriert. Der eng-
lisch-leseverständnis-Test und der englisch-Hörverständnis-Test, als unabhängige Tests 

Abb. 3: Between-item-mehrdimensionalität ( links) und Within-item-mehrdimensionalität ( rechts; zur nota-
tion s. a. Hartig u. Höhler 2008)

B2

Mathematische
KompetenzB 

Mathematik-
didaktische

KompetenzB  

Testitems Teildimensionen 

B22

 (       ,        )

B11
B1

B1 B2 W21

W22
W2

Mathematische
KompetenzW 

Mathematik-
didaktische

KompetenzW

Testitems Teildimensionen 

W1
W11

            



486 S. Blömeke und U. Suhl

konzipiert, wurden zunächst traditionell über mehrdimensionale modelle mit einfach-
ladungen skaliert (nold u. rossa 2008; nold et al. 2008). eine spätere modellierung mit 
englisch-lesekompetenz als generalfaktor und Hörverständnis als zusätzlichem zwei-
tem Faktor für diesen spezifischen Testteil ermöglichte dann eine präzise Analyse der 
speziellen Fähigkeiten im Bereich Hörverständnis. erst diese konnte auf relative Stärken 
von Jungen aufmerksam machen, die zuvor von den generellen Stärken der mädchen 
überdeckt worden waren.

Die ladungen der items sowohl im MT21-Within- als auch im -Between-modell 
wurden frei geschätzt. Dabei wurde zusätzlich festgelegt, dass die ladungen für die 
mathematik-items einerseits als auch für die mathematididaktk-items andererseits pro 
Dimension gleich sein müssen (s. Abb. 3), um das modell parametrisch so einfach wie 
möglich zu halten (Stout 2007). Damit ist zum einen eine entsprechung zur Denklogik 
von raschmodellen gewährleistet, indem jedem item dasselbe gewicht zukommt. Zum 
anderen geht man den von rost (2004, S. 370 f.) kritisch diskutierten Problemen aus dem 
Weg, die mit einem Freisetzen der ladungen verbunden wären.

Damit der spezifische Mathematikdidaktik-Faktor nur die Residualvarianz repräsen-
tiert, wurde die Korrelation zwischen mathematik und mathematikdidaktik im With-
in-modell auf r = 0,00 festgesetzt, d. h. die beiden Dimensionen stehen im Vektorraum 
orthogonal zueinander. Alle Schätzungen wurden mit MPlus in der Version 5.2 mit Com-
bination-Add-on durchgeführt (muthén u. muthén 2008). Das in MPlus implementierte 
zwei-parametrische mehrdimensionale logistische item-response-modell kann mehrere 
latente Kompetenzen simultan berücksichtigen. Um das Cluster-Sampling berücksichti-
gen zu können, wurde ein robuster maximum-likelihood-Schätzer (mlr) und für die 
Schätzung der Standardfehler ein Sandwich-Schätzer eingesetzt. Die Varianz der beiden 
Dimensionen wurde auf 1 festgesetzt.

im MT21-Within-modell wurden die Dimensionen für die vorliegende Studie als addi-
tiv-kompensatorisch betrachtet (reckase u. mcKinley 1991), d. h. niedrige Ausprägun-
gen in einer können durch höhere Ausprägungen in einer anderen Dimension kompensiert 
werden. Dies ergibt sich weniger aus konzeptionellen Überlegungen, unter denen ein mul-
tiplikatives Verhältnis nach möglichkeit geprüft werden sollte, sondern aus der Anlage 
des Tests, die einen Kompromiss zwischen den teilnehmenden ländern darstellt. Der 
Test enthält Items, die spezifisch die mathematische Teilkompetenz erfassen, und Items, 
zu deren lösung mathematische und mathematikdidaktische Teilkompetenzen zusam-
menfließen müssen. Um ein multiplikatives Modell aufzustellen, würden darüber hin-
aus items benötigt, für deren lösung mathematikdidaktische, aber keine mathematische 
Kompetenz benötigt würde. Aus deutscher Sicht haben wir uns im Zuge der instrument-
wicklung stark hierfür eingesetzt und Beispiele geliefert (Identifizierung mathematischer 
Denkstile, Probleme von Schülerinnen und Schülern mit migrationshintergrund beim 
Umgang mit mathematikaufgaben, indikatoren für rechts-links-Diskriminationsschwä-
che), um uns die möglichkeit der Prüfung offen zu halten, ohne uns allerdings angesichts 
des damaligen Standes der Theorieentwicklung im englischsprachigen raum durchsetzen 
zu können.

Für den Umgang mit fehlenden Werten wurde die Full Information Maximum Like-
lihood-methode verwendet. Dieses Verfahren setzt voraus, dass es sich bei fehlenden 
Werten um zufällig fehlende Werte handelt (little u. rubin 1987), was für designbedingt 
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fehlende Werten angesichts der zufälligen Verteilung der beiden Testhefte uneingeschränkt 
angenommen werden kann. insgesamt waren in beiden modellen 83 item-Parameter zu 
schätzen: 80 frei geschätzte item-Schwierigkeiten τi sowie zwei frei geschätzte Faktor-
ladungen λ und die latente Korrelation zwischen Mathematik und Mathematikdidaktik im 
Between-modell bzw. drei frei geschätzte Faktorladungen im Within-modell. Bei einer 
Stichprobengröße von 1.127 Personen ist so eine hinreichende Personenzahl pro Para-
meter gewährleistet.

Als Personenparameter wurden Expected A Posteriori (eAP)-Schätzer berechnet. Die-
ses zweischrittige Vorgehen bei den deskriptiven Stichprobenvergleichen anstelle einer 
direkten Schätzung der Unterschiede im rahmen eines latenten modells geht auf das 
spezifische Erkenntnisinteresse des vorliegenden Beitrags zurück, das die Interaktion von 
Personen und items in den Vordergrund stellt. entsprechend der logik von Strukturglei-
chungsmodellen, in der mPlus von muthén u. muthén (2008) entwickelt wurde, können 
hier bei latenten Zusammenhängen nur die Varianzen der residuen der latenten Variablen 
auf 1 gesetzt werden, wenn Prädiktoren (in diesem Falle die länderzugehörigkeit) einge-
fügt werden. Um die Faktorladungen angemessen vergleichen zu können, ohne dass diese 
von den eingeführten Prädiktoren abhängen, müssen jedoch die Varianzen der latenten 
Variablen auf 1 gesetzt werden. in Bezug auf die Schätzung der mittelwerte ist dieses 
Vorgehen insofern eher unproblematisch, als es eher konservativ ist und Unterschiede 
damit eher unterschätzt werden.

im interesse einer plausibleren interpretation der Personenwerte wurden die eAP kon-
ventionell auf einen mittelwert von 500 für die 1.127 lehrkräfte mit einer Standardab-
weichung von 100 transformiert. Die Standardfehler der gruppen-mittelwerte wurden 
unter Berücksichtigung der gewichte auf dem üblichen Weg geschätzt (Quadratwurzel 
aus der Varianz eines merkmals im Verhältnis zur Stichprobengröße). Auf die Anwen-
dung eines komplexeren Verfahrens ( Balanced Repeated Replication, Jackknifing oder 
Bootstrapping) wurde wegen des großen Aufwandes verzichtet. Damit geht allerdings die 
gefahr einher, dass die Standardfehler eher unterschätzt werden.

4.2  einbezug von inhaltsgebieten

in einem Folgeschritt führen wir die inhaltsgebiete Arithmetik, Algebra, Funktionen, 
geometrie und Statistik als zusätzliche erklärungsfaktoren ein und um detailliert einsicht 
in entsprechende Stärken und Schwächen der verschiedenen Stichproben zu erhalten. 
Damit wird nicht nur wiederholt an uns herangetragenen Forderungen aus der mathe-
matikdidaktik nachgekommen, die inhaltsabhängigkeit mathematischer und mathema-
tikdidaktischer Kompetenzen stärker zu berücksichtigen, sondern das Vorgehen ist in 
Bezug auf den vorliegenden Test auch insofern von Vorteil, als die inhaltsgebiete im Test 
ungleichgewichtig vertreten sind. rein mathematische Aufgaben erfordern beispielsweise 
häufiger algebraische als statistische Kenntnisse, während die mathematikdidaktischen 
Aufgaben beispielsweise häufiger arithmetische als geometrische Kenntnisse erfordern 
(s. oben, Tab. 3). nicht ausgeschlossen werden kann auch, dass einzelne Teilkompetenzen 
mit item-Schwierigkeiten konfundiert sind, etwa im Falle von Arithmetik und Algebra 
(reckase u. mcKinley 1991).
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Der reinen Within-modellierungslogik folgend würden die inhaltsgebiete neben die 
Mathematikdidaktik als spezifische Faktoren zu treten haben, die orthogonal zueinander 
und zur mathematischen Kompetenz als generalfaktor stünden. eine solche modellie-
rung bringt allerdings interpretationsprobleme mit sich:4 Auf der einen Seite wäre nach 
der Bedeutung der fünf latenten mathematischen inhaltsdimensionen zu fragen, wenn 
zugleich eine latente Dimension „mathematische Kompetenz“ geschätzt wird, die ortho-
gonal zu den inhaltsgebieten steht. Dieses Problem tritt auf, selbst wenn Korrelationen 
zugelassen werden. Auf der anderen Seite erscheint insbesondere eine interpretation 
jener unkorrelierten latenten Variablen schwierig, auf die dreifache Ladungen spezifiziert 
werden.

Wir haben uns daher für eine Kombination von Between- und Within-Ansatz in Form 
eines Second-Order-modells entschieden (de la Torre u. Song 2009). Auf der ersten ebene 
werden dabei die Vorteile des Between-modells genutzt: leicht interpretierbare einfach-
ladungen, während auf der zweiten ebene die Vorteile des Within-modells genutzt wer-
den: Spezifizierung der Mehrdimensionalität. Dabei ist es durchaus möglich, mehrere 
generalfaktoren zuzulassen – in unserem Falle die mathematische und die mathematik-
didaktische Kompetenz einer lehrkraft. eine solche hierarchische Anordnung von Kom-
petenzen mit Generalfaktoren auf der höheren Ebene und spezifischen Kompetenzen – in 
diesem Falle den inhaltsgebieten – auf der darunter liegenden ebene ist prinzipiell nicht 
neu (Carroll 1993; gustafsson u. Snow 1997). Sie ist allerdings bisher noch nicht auf 
lehrerkompetenzen angewendet worden. in anderen gebieten hat sich gezeigt, dass der 
Präzisionsgewinn durch die Anwendung eines solchen modells gegenüber konventionel-
len irT-Skalierungen dann besonders groß ist, wenn – wie im vorliegenden Fall – rela-
tiv kurze Subtests für die spezifischen Teilkompetenzen und relativ hohe Korrelationen 
zwischen diesen vorliegen (de la Torre u. Song 2009). inhaltlich beinhaltet ein Second-
Order-Modell die Annahme, dass die Lösung unserer Test-Items stark inhaltsspezifisch 
geprägt ist. Die mathematische bzw. mathematikdidaktische Kompetenz hat jeweils kei-
nen direkten effekt. Sie erklären im Sinne einer grundlage aber, warum die inhaltsge-
biete positiv korrelieren.

mit dieser komplexen modellierung wird über das von Hartig u. Höhler (2008) 
gewählte Vorgehen hinausgegangen. mathematisch unterscheiden sich das reine With-
in-modell und das kombinierte Between- und Within-modell nicht stark voneinander, 
sondern sie lassen sich ebenso leicht ineinander überführen wie beispielsweise in ein 
Testlet-modell (Yung et al. 1999; Wang u. Wilson 2005). Das Second-Order-modell (vgl. 
Abb. 4) ist aber besser inhaltlich zu interpretieren.

Aufgrund des exponentiellen Wachstums der erforderlichen Zahl von iterationsschrit-
ten bei zunehmender Anzahl von Dimensionen erfolgte die numerische integration im 
Falle des komplexen modells mit den inhaltsgebieten als zusätzlicher Dimension nach 
dem monte-Carlo-Algorithmus mit 300 integrationspunkten pro Dimension. Darauf hin-
zuweisen ist, dass die modellierungen angesichts der relativ geringen Stichprobengrößen 
mit der gesamten MT21-Stichprobe zugleich erfolgen. Offen bleiben muss insofern, ob 
das messmodell über die verschiedenen länder hinweg invariant ist.
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5   Ergebnisse

5.1  modellanpassungen und Faktorladungen

Zunächst soll anhand der Anpassung der verschiedenen modelle an die MT21-Daten 
gezeigt werden, dass multidimensionale modelle Vorteile gegenüber einer eindimensio-
nalen Skalierung bringen und dass eine Between- und Within-modellierung unter den 
vorgenommenen restriktionen bezüglich der Faktorladungen mathematisch äquivalent 
sind.

Die beiden zweidimensionalen Modelle weisen eine signifikant bessere Anpassung 
an die Daten auf als das eindimensionale modell (s. Tab. 4), während sie im Vergleich 
untereinander dieselbe Abweichung aufweisen. Die latente Korrelation zwischen mathe-
matischer und mathematikdidaktischer Kompetenz am ende der lehrerausbildung ist 
im internationalen Datensatz zwar geringer als im deutschen Datensatz allein, aber mit 
r = 0,67 noch immer sehr hoch.

Abb. 4: Kombination von Within-item- und Between-item-mehrdimensionalität professioneller Kompetenzen 
von Lehrpersonen unter Berücksichtigung inhaltlicher Profile in einem Second-Order-Modell
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Das modell, das als hierarchisch angelegtes Second-Order-modell zusätzlich die inhalts-
gebiete berücksichtigt, weist nicht nur gegenüber dem eindimensionalen, sondern auch 
gegenüber den zweidimensionalen modellen eine nochmals verbesserte Anpassung auf. 
Dies gilt neben der log-likelihood und dem AiC insbesondere auch für das adjustierte 
Bayesiansche informationskriterium, das die modellanpassung in relation zur Zahl zu 
schätzender Parameter setzt. ein Chi-Quadrat-Differenz-Test beruhend auf der log-like-
lihood und dem Scaling Correction Factor unter Berücksichtigung der Zahl der Parame-
ter ergibt zudem eine hochsignifikant geringere Abweichung des Second-Order-Modells 
verglichen mit den beiden anderen mehrdimensionalen modellen ( TRd  = 728,48).

Die Faktorladungen zeigen die relative Bedeutung der jeweiligen Teilkompetenzen für 
die lösung der items in den verschiedenen modellen an. Sowohl im eindimensionalen 
als auch in den beiden zweidimensionalen modellen kommt der mathematischen Kompe-
tenz für die lösung der mathematik-items substanzielle Bedeutung zu (s. Tab. 5). Deren 
Varianz wird durch nur einen Faktor also in hohem maße aufgeklärt.

im eindimensionalen und im Between-modell laden die mathematikdidaktik-items 
dagegen zwar hochsignifikant, aber deutlich geringer auf die angenommene mathematik-

Tab. 4: modellanpassungen der verschiedenen modelle im Vergleich zum eindimensionalen modell 
( n = 1.127)
modell log- 

likelihood 
(ll)

Scaling 
correction 
factor (SCF)

Parameter AiC BiCadj

eindimensional −36.150 1,16 82 72.464 72.615
mathematik-mathematikdidaktik 
(Between)

−35.991 1,14 83 72.148 72.301

mathematik-mathematikdidaktik 
(Within)

−35.991 1,14 83 72.148 72.301

Second-Order-modell (Between und 
Within kombiniert)

−35.441 1,18 93 71.068 71.239

AiC: informationskriterium nach Akaike; BiCadj: adjustiertes informationskriterium nach 
Bayes

Tab. 5: Standardisierte Faktorladungen für das eindimensionale und die zweidimensionalen modelle 
( n = 1.127)
modell Faktorladungen 

mathematik-items
Faktorladungen mathematikdidaktik-items

eindimensional 0,55 (0,01)*** 0,26 (0,01)***

mathematik-mathematikdidaktik 
(Between)

0,55 (0,01)***
( λB11 in Abb. 3)

0,33 (0,01)***
( λB22 in Abb. 3)

mathematik-mathematikdidaktik 
(Within)

0,55 (0,01)***
( λW11 in Abb. 3)

0,22 (0,01)***

mathematikW

0,24 (0,01)***

mathematikdidaktikW

( λW21 in Abb. 3) ( λW22 in Abb. 3)

***p < 0,001
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didaktische Kompetenz. Dabei fallen die Ladungen im Between-Modell signifikant höher 
aus als im eindimensionalen modell. nur im Within-modell wird allerdings die spezi-
fische Bedeutung der beiden Einflussfaktoren deutlich. Die Ladung auf den Mathematik-
didaktik-Faktor fällt geringer aus als im Between-modell. Dafür zeigen sich substanzielle 
Ladungen auf den Mathematikfaktor. Alle Ladungen sind zudem hochsignifikant, was 
erneut auf die Angemessenheit dieser Ausdifferenzierung verweist.

im Hinblick auf die Faktorladungen ist die Hinzunahme der inhaltsgebiete vor allem 
im Bereich der mathematischen Kompetenz von hoher Bedeutung (s. Tab. 6). Alle items 
laden hochsignifikant auf die jeweiligen Inhaltsgebiete. Für die arithmetischen, algeb-
raischen und funktionenbezogenen items kann nun ein deutlich höherer Varianzanteil 
erklärt werden. lediglich für die Statistik-items sinkt – angesichts der geringen itemzahl 
im MT21-Test kaum erstaunlich – die Faktorladung. Die inhaltsbezogenen Teilkompe-
tenzen laden dann wiederum alle hochsignifikant auf den Generalfaktor mathematische 
Kompetenz, der einen großteil der Varianz erklärt. Diese Struktur stützt einmal mehr die 
Konzeption einer hierarchischen Struktur mathematischer lehrerkompetenzen mit einem 
Generalfaktor und spezifischen inhaltsbezogenen Teilkompetenzen.

in Bezug auf die mathematikdidaktik-items zeigen sich auf den ersten Blick mit Aus-
nahme des Bereichs Funktionen geringere direkte ladungen auf die inhaltsgebiete. Hier-
für lassen sich zwei erklärungsansätze formulieren: Die geringeren ladungen können 
zum einen auf eine geringere inhaltsabhängigkeit der itemlösung hinweisen. Zum ande-
ren kann es sich aber auch um einen Hinweis auf eine geringere reliabilität der über die 
Mathematikdidaktik-Items definierten Inhaltsgebiete handeln. Bei diesen Items werden 
jeweils die mathematischen inhalte mit verschiedenen didaktischen Aufgaben kombi-
niert. Dies führt möglicherweise dazu, dass die Items der so definierten Inhaltsgebiete im 
Vergleich zu den über die reinen Mathematik-Items definierten Inhaltsgebieten heteroge-
ner ausfallen, was sich dann wiederum in einer geringeren reliabilität – insbesondere bei 
den inhaltsgebieten Arithmetik und Algebra – niederschlagen würde.

entscheidender ist in diesem Teil des modells aber – vor allem im Vergleich zu den 
ergebnissen der oben dokumentierten Between- und Within-modelle –, dass die Vari-
anz der inhaltsbezogenen mathematikdidaktischen Teilkompetenzen dann zu einem sehr 
hohen Maße aufgeklärt wird, und zwar laden diese signifikant sowohl auf den mathema-
tischen als auch auf den mathematikdidaktischen Generalfaktor. Dabei ist das Einfluss-
gewicht des ersteren deutlich höher als das des letzteren. Diese Struktur verweist zum 
einen auf die Bedeutung eines eigenständigen mathematikdidaktischen generalfaktors 
und zum anderen noch einmal auf die Bedeutung der inhaltlichen Ausdifferenzierung der 
mathematischen Kompetenz.

5.2  Mathematische, mathematikdidaktische und inhaltsspezifische Kompetenzen 
angehender lehrkräfte

im nächsten Schritt werden zunächst die ergebnisse zur mathematischen Kompetenz 
angehender lehrkräfte der Sekundarstufe i im internationalen Vergleich der sechs MT21-
Stichproben berichtet. Diese stimmen für die beiden zweidimensionalen Between- und 
Within-modelle naturgemäß überein (s. a. die entsprechende Korrelation der Parame-
terschätzungen in Tab. 7). Für das Second-Order-modell fallen sie erwartungsgemäß 
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ebenfalls fast deckungsgleich aus. Diese Ähnlichkeit des Konstrukts „mathematische 
Kompetenz“ aus dem Second-Order-modell mit den beiden anderen modellen spiegelt 
sich auch in den hohen Korrelationen wider (s. Tab. 7).

Anschließend wird auf die ergebnisse zur mathematikdidaktischen Kompetenz ein-
gegangen, und zwar zunächst aus dem Between-modell, das die unmittelbare Testper-
formanz der angehenden lehrkräfte bei den mathematikdidaktik-items dokumentiert, 
bevor unter Kontrolle der mathematischen Kompetenz auf das spezifische mathematik-
didaktische Profil der Lehrkräfte aus dem Within-Modell eingegangen wird. Die in Tab. 8 
dokumentierte Korrelation der beiden Parameterschätzungen macht erwartungsgemäß 
deutlich, dass die beiden Konstrukte zwar signifikant positiv korrelieren, dass es sich aber 
um unterschiedliche Konstrukte handelt. Das mathematikdidaktische ergebnis aus dem 
Second-Order-modell spiegelt wie erwartet weitgehend das Within-ergebnis wider. Als 
einziger Unterschied lässt sich ein weiter eingeschränkter Wertebereich erkennen, also 
weniger herausragende Stärken und Schwächen, wie es bereits für das Within- im Ver-
gleich zum Between-modell gilt, was auf die durch die Hinzunahme der inhaltsbereiche 
nochmals verringerte residualvarianz zu erklären ist.

Abschließend werden die inhaltsspezifischen Profile aus dem Second-Order-Modell 
berichtet, und zwar der Übersichtlichkeit halber zunächst im Detail bezogen auf die 
mathematische Kompetenz und dann zusammenfassend für die mathematikdidaktische 
Kompetenz.

Betont sei noch einmal, dass es sich bei den MT21-Stichproben nicht um repräsenta-
tive, sondern um kriteriengeleitet zusammengestellte gruppen an mathematiklehrkräften 
für die sechs Teilnahmeländer handelt. Dennoch sollte die sorgfältige Auswahl der Aus-
bildungsinstitutionen ein angemessenes Abbild sicherstellen.

5.2.1  Ergebnisse zur mathematischen Kompetenz im internationalen Vergleich

Die mathematische Kompetenz der Stichproben aus Südkorea und Taiwan liegt am ende 
der Ausbildung deutlich über der Kompetenz der Stichproben aus den übrigen vier län-

Tab. 7: Korrelation der Parameterschätzungen für mathematische Kompetenz aus den Between- 
und Within-modellen sowie dem Second-Order-modell

mathematische Kompetenz B mathematische Kompetenz W
mathematische KompetenzW 1.00***
mathematische KompetenzSO 0,98*** 0,98***
***p < 0,001

Tab.  8: Korrelation der Parameterschätzungen für mathematikdidaktische Kompetenz aus den 
Between- und Within-modellen sowie dem Second-Order-modell

mathematikdidaktische 
KompetenzB

mathematikdidaktische 
KompetenzW

mathematikdidaktische KompetenzW 0,69***
mathematikdidaktische KompetenzSO 0,60*** 0,89***
***p < 0,001
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dern (s. Tab. 9). Drei leistungsschwächere gruppen an lehrkräften aus Bulgarien, USA 
und mexiko liegen dagegen deutlich unter dem internationalen mittelwert der 1.127 
lehrkräfte. Die Abstände sind dabei so deutlich, dass selbst eine Berücksichtigung der 
Stichprobenstruktur bei der Schätzung der Standardfehler vermutlich zu keiner anderen 
Schlussfolgerung führen würde. Die mathematische Kompetenz der deutschen Stich-
probe liegt zwischen diesen beiden gruppen, sie unterscheidet sich nicht vom internatio-
nalen mittelwert. Die Unterschiede zwischen den sechs MT21-Teilnahmeregionen sind 
ausweislich einer Varianzanalyse statistisch hoch signifikant: F  = 192,89; p < 0,001. Sie 
erklären 43 % der Varianz in den Testleistungen, was als großer effekt eingeordnet wer-
den kann.

Die ergebnisse der gruppen an der Spitze – die Teilnahmeregionen aus Südkorea 
und Taiwan – sowie am ende der leistungsskala – die Teilnahmeregionen aus mexiko 
– zeichnen sich jeweils durch eine hohe Homogenität aus. in Bezug auf die Stichproben 
aus Deutschland und den USA fallen dagegen die hohe Standardabweichungen und vor 
allem die enormen Spannweiten zwischen dem schwächsten und dem besten ergebnis 
auf, die fast an die Spannweite für die gesamte Stichprobe heranreichen.

Blickt man, um den Ursachen für diese breite Streuung näher zu kommen, auf die 
merkmale jener angehenden lehrkräfte, deren mathematische Kompetenz um mindes-
tens eine Standardabweichung unter bzw. über den nationalen mittelwerten liegt, zeigt 
sich ein je charakteristisches Profil: Angehende deutsche Mathematiklehrkräfte mit einem 
besonders schwachen ergebnis gehören überwiegend einem kombinierten Primar- und 
Sekundarstufen-i-Ausbildungsgang an, der zu einem lehramt in den grund-, Haupt- und 
realschulen führt, während jene mit einem sehr guten ergebnis überwiegend einem kom-
binierten Sekundarstufen-i- und -ii-lehramt angehören und damit ein gymnasial- bzw. 
Gesamtschullehramt anstreben. Entsprechende ausbildungsgangspezifische Differenzen 
lassen sich auch für die US-Gruppe finden, wo die Sekundarstufen-I-Ausbildung eben-
falls entweder kombiniert mit einer Primarstufen- oder einer Sekundarstufen-ii-Ausbil-
dung stattfindet.

5.2.2  Ergebnisse zur mathematikdidaktischen Kompetenz im internationalen Vergleich

im Hinblick auf mathematikdidaktische Kompetenz werden basierend auf ihrer Testper-
formanz die stärksten leistungen erneut von den südkoreanischen und taiwanesischen 
Stichproben erbracht, die auch signifikant über dem internationalen Mittelwert und den 
leistungen aller übrigen MT21-länder liegen (s. Tab. 10). Allerdings ist ihr Vorsprung 
geringer als im Falle der mathematischen Kompetenz. Die lehrkräfte aus den deutschen 
Teilnahmeregionen liegen mit ihren Testleistungen zusammen mit der Stichprobe aus den 
USA um den internationalen mittelwert. Die amerikanische gruppe erbringt also relativ 
zu den übrigen Stichproben bessere leistungen in mathematikdidaktik als in mathematik. 
Signifikant darunter liegen die angehenden Mathematiklehrkräfte aus den mexikanischen 
und – mit noch einmal deutlichem Abstand dahinter – aus den bulgarischen Teilnahme-
regionen. letztere gruppe weist damit in relation zu den anderen fünf MT21-Teilnahme-
regionen sehr viel schlechtere mathematikdidaktische als mathematische leistungen auf. 
Erneut sind die Unterschiede zwischen den sechs Stichproben statistisch hochsignifikant: 
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F = 134,27; p < 0,001. Die Varianzaufklärung liegt mit 35 % etwas unter der für mathema-
tische Kompetenz.

Für die Stichproben aus Südkorea, Taiwan und mexiko lässt sich auch für die mathe-
matikdidaktische Kompetenz eine hohe Homogenität der ergebnisse feststellen. Die 
Streuung der deutschen Testleistungen liegt dagegen erneut im oberen Bereich, im Falle 
der mathematikdidaktischen Kompetenz ähnlich hoch wie die der lehrkräfte aus den bul-
garischen Teilnahmeregionen. Ausbildungsgangsspezifisch zeigt sich ein ähnliches Profil 
wie in Bezug auf mathematische Kompetenz: Die gruppe an referendarinnen und refe-
rendaren mit besonders schwachen ergebnissen wird dominiert von gHr-lehrkräften, 
während jene mit einem sehr guten ergebnis überwiegend ein gymnasial- bzw. gesamt-
schullehramt anstreben. Auffällig ist im Falle der mathematikdidaktischen Kompetenz 
die deutlich größere Homogenität der US-ergebnisse.

Blickt man auf die relativen mathematikdidaktischen Stärken und Schwächen der 
angehenden lehrkräfte, d. h. auf ihre Testleistungen unter Kontrolle mathematischer 
Kompetenz (s. Tab. 11), ergibt sich ein deutlich anderes Bild als zuvor. Die sich in der 

Tab. 9: Mathematische Kompetenz (θB1 bzw. θW1) im internationalen Vergleich
Stichproben m S.e. 95 % Ci SD min-max Spann-

weite
Abweichung

Südkorea 588 5,0 578–598 51 467–725 257 ▲
Taiwan 577 3,6 570–584 58 381–725 343 ▲
Deutschland 489 5,3 488–500 90 173–679 506 –
Bulgarien 454 9,4 435–472 94 173–650 477 ▼
USA 446 4,2 438–455 67 231–736 505 ▼
mexiko 429 4,4 420–438 53 284–588 305 ▼

Gesamtstichprobe 500 2,8 494–506 93 173–736 563
M: Mittelwert, S.E.: Standardfehler des Mittelwertes, CI: Konfidenzintervall, SD: Standard-
abweichung, min – max: minimum – maximum, Abweichung: vom mittelwert der sechs 
Stichproben

Tab. 10: mathematikdidaktische Kompetenz im internationalen Vergleich (Between-modell, d. h. 
basierend auf der Testperformanz; θB2)
Stichprobe m S.e. 95 % Ci SD min-max Spann-

weite
Abwei-
chung

Südkorea 563  5,0 553–573  51 400–682 282 ▲
Taiwan 557  3,6 550–564  59 346–685 339 ▲
Deutschland 501  4,8 491–510  82 131–672 542 –
USA 487  4,4 478–495  66 297–686 389 –
mexiko 430  4,8 420–439  59 276–587 311 ▼
Bulgarien 415 10,2 395–435 102 131–643 512 ▼

Gesamtstichprobe 500  2,6 495–505  86 131–686 556
M: Mittelwert, S.E.: Standardfehler des Mittelwertes, CI: Konfidenzintervall, SD: 
Standardabweichung, min – max: minimum – maximum, Abweichung: vom mittelwert der 
sechs Stichproben
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zuvor verwendeten Skalierung andeutenden relativ besseren mathematikdidaktischen 
Testleistungen der amerikanischen und mexikanischen Teilnahmeregionen treten in die-
sem modell weit deutlicher hervor. Die US-Stichprobe weist Stärken in der mathematik-
didaktik auf, die signifikant über denen der übrigen MT21-Teilnahmeregionen liegen. 
Unter Kontrolle der mathematischen Kompetenz liegen die ergebnisse der südkoreani-
schen und taiwanesischen gruppen in mathematikdidaktik nur noch um den internatio-
nalen mittelwert und damit auf gleicher Höhe mit denen der deutschen Stichprobe. Das 
spezifisch mathematikdidaktische Profil der angehenden Lehrkräfte aus den mexikani-
schen Teilnahmeregionen liegt zwar signifikant unter diesen Ergebnissen, allerdings ist 
der Abstand deutlich geringer, als wenn keine Kontrolle der mathematischen Kompetenz 
erfolgt. erneut sind die Unterschiede zwischen den sechs Stichproben statistisch hoch-
signifikant: F = 43,87; p < 0,001. Die Varianzaufklärung ist mit 15 % allerdings geringer 
als zuvor.

Die Bedeutsamkeit der Within-modellierung mit ihrem Blick auf mathematikdidaktik 
als spezifischer Teilkompetenz unter Kontrolle einer generellen mathematischen Lehrer-
kompetenz wird deutlich, wenn die Schwerpunktsetzungen der lehrerausbildungen in 
den einzelnen ländern betrachtet werden.

in den USA liegt der mathematikdidaktische Ausbildungsanteil für die mehrheit 
angehender lehrkräfte, und zwar für diejenigen, die einen Bachelor of education erwer-
ben, über dem mathematischen Anteil, der außerordentlich gering ist (Schmidt et al., im 
Druck). Zudem werden die fachbezogenen Studienanteile fast ausschließlich von mathe-
matikdidaktikern an den Schools of Education in einer integrierten Form gestaltet. Das 
heißt, auch hier bestehen umfangreiche lerngelegenheiten, die unmittelbar auf schuli-
sche Anforderungen ausgerichtet sind. rein fachwissenschaftliche lehrveranstaltungen 
an den Fakultäten für mathematik sind dagegen selten und gelten in der regel nur für 
einen Teil der kleinen gruppe an Sekundarstufenlehrkräften, die zunächst einen polyva-
lenten Bachelor in mathematik erworben haben und sich dann entscheiden, in den leh-
rerberuf zu gehen.

in mexiko ist mathematik als eigenständiger Anteil überhaupt nicht in der lehrer-
ausbildung für die Sekundarstufe i vertreten, sondern dieser wird in die mathematik-

Tab. 11: mathematikdidaktische Stärken und Schwächen im internationalen Vergleich (Within-
Modell, d. h. unter Kontrolle mathematischer Kompetenz; θW2)
Stichprobe m S.e. 95 % Ci SD min-max Spann-

weite
Abwei-
chung

USA 529 4,2 520–537 62 349–675 326 ▲
Deutschland 511 4,3 502–519 73 265–693 428 –
Taiwan 507 3,7 500–514 60 309–653 344 –
Südkorea 505 5,7 494–517 58 294–635 341 –
mexiko 469 4,9 460–479 60 316–643 327 ▼
Bulgarien 427 8,5 411–444 85 215–618 403 ▼

Gesamtstichprobe 500 2,1 496–504 72 215–693 477
M: Mittelwert, S.E.: Standardfehler des Mittelwertes, CI: Konfidenzintervall, SD: 
Standardabweichung, min – max: minimum – maximum, Abweichung: vom mittelwert der 
sechs Stichproben
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didaktik-Veranstaltungen integriert. Der mathematikdidaktik kommt ein Drittel der 
Ausbildungszeit zu. Dies ist der im Vergleich aller sechs MT21-Stichproben mit Abstand 
höchste Anteil und dürfte die relative Stärke dieser gruppe erklären.

im Unterschied dazu ist die bulgarische mathematiklehrerausbildung stark fachwis-
senschaftlich ausgerichtet (vgl. Schmidt et al., im Druck). Angehende lehrkräfte müssen 
allein 98 Semesterwochenstunden und damit knapp die Hälfte der vierjährigen Ausbil-
dungszeit in mathematik belegen. Die 36 Semesterwochenstunden umfangreiche Fach-
didaktik-Ausbildung hat ebenfalls eine starke fachwissenschaftliche Prägung, indem 
deutlich mehr als die Hälfte das erlernen der Schulmathematik vom höheren Standpunkt 
zum Gegenstand hat. Von den fachdidaktischen Pflichtveranstaltungen sind letztlich nur 
acht Semesterwochenstunden im engeren Sinne didaktisch ausgerichtet.

Aus diesen gegensätzen – relativ starke fachdidaktische Prägung der lehrerausbildung 
in mexiko und den USA sowie relativ starke fachwissenschaftliche Prägung der Ausbil-
dung in Bulgarien – ergibt sich auch die Erklärung für das Profil der MT21-Stichproben 
aus Deutschland, Südkorea und Taiwan. in allen drei ländern hat die fachdidaktische 
Ausbildung in relation zur fachwissenschaftlichen einen deutlich geringeren Stellenwert 
als in mexiko und den USA, aber einen höheren Stellenwert als in Bulgarien. Speziell für 
Deutschland mit seinem in sehr unterschiedliche Ausbildungsgänge zerfallenden System 
muss an dieser Stelle allerdings dezidiert festgehalten werden, dass diese Aussage nur 
auf aggregiertem niveau gilt. Blickt man eine ebene tiefer wird deutlich, dass sich der 
substanzielle fachwissenschaftliche Anteil vor allem aus der gymnasiallehrer- und der 
substanzielle Anteil an fachdidaktischer Ausbildung vor allem aus der gHr-Ausbildung 
speist.

5.2.3  Ergebnisse zu den inhaltsspezifischen Stärken und Schwächen im internationalen 
Vergleich

Unter einer inhaltsbezogenen Perspektive lassen sich mit den ergebnissen aus der 
Second-Order-Skalierung länderspezifische Stärken und Schwächen in Arithmetik, Alge-
bra, Funktionen, geometrie und Statistik ausmachen (s. Tab. 12). Vorab sei festgehalten, 
dass in Statistik von den sechs Stichproben vergleichsweise homogene leistungen erzielt 
werden, während sich die ergebnisse im gebiet Funktionen am stärksten unterscheiden.

Die angehenden lehrkräfte aus den südkoreanischen Teilnahmeregionen verfügen 
über besondere Stärken in Arithmetik, Algebra und geometrie, wo ihre ergebnisse aus-
weislich des Standardfehlers noch einmal signifikant über denen der taiwanesischen 
Stichprobe und bis zu 1,5 Standardabweichungen über dem mittelwert aller lehrkräfte 
liegen. Diese großen Abstände sind bemerkenswert. Für die angehenden lehrkräfte in der 
Stichprobe aus Taiwan lässt sich eine ähnliche Stärke im Vergleich zur gesamten MT21-
Stichprobe in Funktionen feststellen, wenn der Abstand zu den Kolleginnen und Kollegen 
aus Südkorea auch nicht so groß ist, dass der Unterschied signifikant wird.

Die angehenden mathematiklehrkräfte aus den deutschen Teilnahmeregionen zeigen 
leichte Stärken in Arithmetik, ohne dass sie damit allerdings signifikant über dem Mittel-
wert aller Lehrkräfte liegen. Signifikante Schwächen zeigen sie in Algebra. In diesem 
inhaltsgebiet liegt die leistung der deutschen Stichprobe doch deutlich unter dem mit-
telwert aller lehrkräfte. Bulgarische lehrkräfte weisen eine relative Stärke im gebiet 
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Funktionen auf, wo sie nur eine halbe Standardabweichung unter dem mittelwert bleiben. 
Besonders deutlich bleiben sie hinter diesem in zwei inhaltsgebieten zurück, und zwar in 
Arithmetik und Statistik. Ein nahezu spiegelbildliches Profil hierzu weisen die angehen-
den lehrkräfte der amerikanischen Stichprobe auf, die in Statistik nur eine halbe Stan-
dardabweichung unter dem mittelwert aller lehrkräfte liegen, dafür aber in Funktionen 
eine besondere Schwäche zeigen.

Angehende mathematiklehrkräfte aus mexiko sind die Stichprobe, die in allen inhalts-
gebieten die größten Schwächen zeigen. in Arithmetik und Funktionen fallen diese beson-
ders deutlich aus.

Auch diese Profile spiegeln kulturelle Schwerpunktsetzungen, und zwar in diesem Fall 
nicht nur der lehrerausbildung, sondern auch der Schulsysteme.

Die befragten südkoreanischen lehrkräfte haben im laufe ihrer Ausbildung deutlich 
mehr fortgeschrittene inhalte in Algebra, insgesamt deutlich mehr inhalte in geometrie 
und etwas mehr inhalte in Arithmetik belegt als jene aus Taiwan (vgl. Schmidt et al., im 
Druck). Für Arithmetik lässt sich auch im Schulcurriculum und in den Schulbüchern ein 
deutlich stärkerer Akzent in Südkorea als in anderen ländern feststellen (Schmidt et al. 
1997). Umgekehrt haben die Befragten aus Taiwan während ihrer lehrerausbildung mehr 
inhalte im Bereich Funktionen als jene aus Südkorea belegt, wobei allerdings für beide 
Stichproben ein Deckeneffekt festgestellt werden muss. Über schulische Schwerpunkt-
setzungen in Taiwan liegen kaum informationen vor, da das land nicht an der TimSS-
Curriculumstudie teilgenommen hat.

Unter den umfangreichen verpflichtenden fachwissenschaftlichen Lerngelegenheiten 
der bulgarischen Lehrerausbildung finden sich nur vier SWS in Arithmetik und sechs 
SWS in Statistik, dafür aber 30 SWS in Funktionen (Schmidt et al., im Druck). einen im 
internationalen Vergleich starken Fokus auf Funktionen bei gleichzeitiger Unterrepräsen-
tation arithmetischer und vor allem statistischer inhalte weisen auch das Schulcurriculum 
und die verwendeten Schulbücher in Bulgarien auf (Schmidt et al., im Druck; Schmidt 
et al. 1997).

in Bezug auf Deutschland ist festzuhalten, dass Arithmetik sowohl für angehende 
gHr- als auch für angehende gymnasiallehrkräfte ein zentrales inhaltsgebiet ist (Blö-
meke et al. 2008). Algebra ist dagegen nur für letztere ein bedeutender Bereich (Tietze 
et al. 1997). Dieses Profil entspricht Schwerpunktsetzungen im deutschen Schulcurricu-
lum und in den Schulbüchern (Schmidt et al. 1997).

Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik ist in vielen westlichen ländern in den 
letzten Jahren eine wachsende Bedeutung für das Schulcurriculum zugeschrieben wor-
den. Die USA haben hier eine führende rolle eingenommen (Wu u. Dianzhou 2006). 
Vor allem Funktionen sind hier dagegen ein inhaltsgebiet, das deutlich weniger stark in 
Schulcurricula gefordert wird als in anderen ländern (Schmidt et al. 1997). entsprechend 
gehört „Probability and Data“ in der mathematiklehrerausbildung zum Standard, wäh-
rend dies für Funktionen keinesfalls gilt (Schmidt et al., im Druck).

in mexiko ist an den Normal Schools als Spezialuniversitäten für lehrerausbildung 
keine eigenständige fachbezogene Lehrerausbildung im engeren Sinne zu finden (vgl. 
ebd.). Dies erklärt, warum die Stichprobe generell in keinem inhaltsgebiet eine sicht-
bare Stärke aufweist. erkennbare schulische Schwerpunktsetzungen vor allem in geo-
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metrie können sich daher vermutlich nur in dem geringen Umfang niederschlagen, wie 
ihn Tab. 12 ausweist.

in Bezug auf die mathematikdidaktischen inhaltsgebiete werden die länderspezi-
fischen Profile ebenfalls sichtbar, allerdings fallen sie aufgrund der eingeschränkten Wer-
tebereiche weniger stark aus. Was auffällt, sind die durchgängig geringeren Abstände der 
US-Stichprobe zum mittelwert aller lehrkräfte. Zwar liegen sie in jedem mathematikdi-
daktischen Inhaltsgebiet signifikant unter diesem, die praktische Bedeutsamkeit ist mit 
meist nur einer Viertel Standardabweichung oder weniger aber sehr viel geringer als in 
Bezug auf die mathematischen inhaltsgebiete. Zudem liegen die ergebnisse in vier der 
fünf Inhaltsgebiete signifikant über denen der Lehrkräfte aus Bulgarien und Mexiko. Dies 
verweist auf die Bedeutsamkeit, zwischen mathematischen und mathematikdidaktischen 
inhaltsgebieten zu unterscheiden.

6   Zusammenfassung, Diskussion und Folgerungen

Ziel des vorliegenden Beitrags war, zum einen erstmals auf Testdaten beruhende inter-
national-vergleichende ergebnisse zu mathematischen, mathematikdidaktischen und 
inhaltsbezogenen Kompetenzen angehender lehrkräfte darzulegen sowie zum anderen 
zu zeigen, wie sich unterschiedliche irT-Skalierungen als Werkzeug zur Diagnose von 
Stärken und Schwächen in Teilkompetenzen nutzen lassen. Die konzeptionelle Über-
lappung von mathematik und mathematikdidaktik führt bei der ausschließlichen Doku-
mentation von Testperformanz dazu, dass spezifisch mathematikdidaktische Stärken und 
Schwächen leicht übersehen werden. Vergleichbares gilt für inhaltsbezogene Stärken und 
Schwächen zum Beispiel in geometrie oder Funktionen.

in zwei Schritten ist in diesem Beitrag eine mehrdimensionale modellierung von 
lehrerkompetenzen gelungen, die das Verhältnis von mathematischen, mathematik-
didaktischen und inhaltsbezogenen Kompetenzen ausweislich der modellanpassungen 
und Faktorladungen präziser widerspiegelt als traditionelle Kompetenzmodelle. in Über-
einstimmung mit unserer Ausgangshypothese H2 wurde deutlich, dass die lösung der 
mathematischen items sowohl von einer generellen mathematischen Kompetenz als auch 
von spezifischen inhaltsbezogenen Teilkompetenzen in Arithmetik, Algebra, Funktionen, 
Geometrie und Statistik beeinflusst ist. In Übereinstimmung mit Hypothese H1 zeigte 
sich, dass die lösung der mathematikdidaktischen items von einer generellen mathema-
tikdidaktischen, darüber hinaus aber auch von der generellen mathematischen Kompe-
tenz sowie von inhaltsspezifischen Teilkompetenzen abhängt.

Die ergänzung der traditionellen mehrdimensionalen Kompetenzmodellierung als 
Between-multidimensionalität durch die modellierung einer Within-multidimensionali-
tät, die den mehrdimensionalen Charakter der lehrerkompetenzen direkt auf der ebene 
der items bzw. im Second-Order-modell auf der ebene der inhaltsgebiete aufnimmt, 
indem mehrfachladungen zugelassen werden, machte die Herausarbeitung stichpro-
benspezifischer Profile möglich. Diese spiegeln Schwerpunktsetzungen der jeweiligen 
lehrerausbildungs- und Schulsysteme wider, die in traditionellen modellen überdeckt 
werden. entsprechend unserer Ausgangshypothesen gilt dies sowohl für das Verhältnis 
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von mathematik und mathematikdidaktik (H3) als auch für die fünf inhaltsgebiete Arith-
metik, Algebra, Funktionen, geometrie und Statistik (H4).

Basierend auf der Within-Skalierung wurde deutlich, dass die MT21-Stichprobe aus den 
USA über besondere mathematikdidaktische Stärken verfügt. relativ zum Abschneiden 
der übrigen Stichproben gesehen, gilt dies auch für die lehrkräfte aus den mexikanischen 
Teilnahmeregionen. Diese ergebnisse bilden die Schwerpunktsetzungen der jeweiligen 
lehrerausbildungen in der mathematikdidaktik weit besser ab als Between-Skalierungen, 
die nur einfach-ladungen zulassen. gleichzeitig relativierten sich die mathematikdidak-
tischen ergebnisse der Stichproben aus Südkorea und Taiwan deutlich.

Vergleichbares lässt sich in Bezug auf inhaltsbezogene Profile feststellen. Die relativen 
Stärken der befragten lehrkräfte aus den USA in Statistik, der deutschen lehrkräfte in 
Arithmetik, der bulgarischen und taiwanesischen Befragten in Funktionen sowie der süd-
koreanischen lehrkräfte in Arithmetik, Algebra und geometrie spiegeln Schwerpunkt-
setzungen nicht nur der lehrerausbildungen, sondern auch der jeweiligen Schulsysteme. 
Umgekehrt gilt dies für die Schwächen der befragten Deutschen in Algebra, der US-lehr-
kräfte in Funktionen sowie der Bulgaren in Arithmetik und Statistik.

Die ergebnisse des vorliegenden Beitrags sollten allerdings nicht dahingehend miss-
verstanden werden, dass Within-modellierungen Between-modellierungen zukünftig 
ersetzen sollten. Sie stellen eher eine sinnvolle ergänzung dar, indem sie der Frage nach-
gehen, was sichtbar wird, wenn die leistungen im Detail betrachtet werden: „For rese-
archers interested in the specific abilities contributing to the overall competence to solve 
specific test items, the within-item model can yield more interesting information than the 
between-item model, which is simply a descriptive measurement model. The within-item 
model is a more elaborated model of the interaction between the person and the test item. 
[…] Performance in complex tasks is decomposed into more basic abilities, providing a 
more detailed picture of the competence assessed.“ (Hartig u. Höhler 2008, S. 93) Unter 
Testperformanzgesichtspunkten ist dagegen festzuhalten, dass es die MT21-Stichproben 
aus Südkorea und Taiwan sind, die ein besonders hohes niveau auf dem generalfaktor 
mathematik aufweisen und dementsprechend mehr items in allen inhaltsgebieten und 
auch der mathematikdidaktik richtig lösen.

nicht eindeutig interpretiert werden konnten die durchgehenden Schwächen der mexi-
kanischen Stichprobe in allen inhaltsgebieten, obwohl Schwerpunktsetzungen in geo-
metrie und Statistik in Schule und lehrerausbildung zu erkennen sind. möglicherweise 
ist das generelle mathematische Kompetenzniveau zu gering, damit diese sichtbar werden 
können. Hier stellen sich weitere Forschungsaufgaben, denen im rahmen der internatio-
nalen ieA-Studie zur mathematiklehrerausbildung TeDS-m nachgegangen werden kann, 
an der eine reihe an ländern teilnimmt, die keine fachliche Ausbildung in mathematik 
vorsehen, sodass ein relativ schwaches Abschneiden zu erwarten ist.

etwas aus dem rahmen fällt auch das mathematik-ergebnis für Bulgarien. Die Schwä-
che dieser Stichprobe im Bereich Mathematikdidaktik sowie das inhaltsbezogene Profil 
lassen sich angesichts der konkreten lehrangebote sowie der Schwerpunktsetzungen in 
Schule und lehrerausbildung gut nachvollziehen. Angesichts der hohen gesamtzahl an 
fachbezogenen Veranstaltungen hätte man aber eine höhere generelle mathematische 
Kompetenz erwartet. Um die Ursachen hierfür zu ergründen, muss vermutlich auf merk-
male außerhalb der Ausbildung geblickt werden. Bulgarien weist wie viele osteuropäische 
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länder eine starke mathematisch-naturwissenschaftliche Tradition auf. Der lehrerberuf 
war zwar nicht gut bezahlt, aber hoch angesehen und bot zudem lebenslange Sicher-
heit. Die ökonomischen Krisen seit ende des Kalten Krieges haben hier zu erosionen 
geführt. So ist die Besoldung noch einmal deutlich zurückgegangen und das Ansehen 
schulischer Bildung hat stark nachgelassen. Viele Schulen mit mathematisch-naturwis-
senschaftlichem Profil wurden aufgelöst. Die Auswirkungen hiervon waren bereits im 
ständigen Absinken der bulgarischen ergebnisse in den TimS- und PiSA-Studien der 
letzten fünfzehn Jahre festzustellen. MT21 deutet darauf hin, dass dieser Trend nun mög-
licherweise auch in der lehrausbildung angekommen ist. An TeDS-m nehmen weitere 
osteuropäische länder teil, sodass es interessant sein wird zu untersuchen, inwieweit sich 
entsprechende Ergebnisse auch für diese finden lassen.

Die deutsche Stichprobe erreicht unabhängig von der Form der Skalierung fast immer 
den internationalen mittelwert. Dies entspricht den im Vergleich zu den übrigen Stichpro-
ben im mittleren Umfang gebotenen lerngelegenheiten. Wie zuvor bereits angesprochen, 
kommt dieses mittel in Deutschland allerdings nur zustande, wenn man Besonderheiten 
von Ausbildungsgängen unberücksichtigt lässt. Die Ausdifferenzierung unserer lehrer-
ausbildung in Ausbildungsgänge für grund-, Haupt- und realschulen einerseits sowie 
gymnasial- und gesamtschullehrkräfte andererseits führt zu einem entweder stark fach-
wissenschaftlichen oder einem stark fachdidaktischen Akzent. Zudem spielen algeb-
raische und funktionenbezogene inhalte in letzterer Ausbildung eine deutlich stärkere 
rolle als in ersterer. Hier stellt sich mit den größeren Stichproben der TeDS-m-Studie 
dringend die Aufgabe zu untersuchen, ob sich ausbildungsgangspezifische Unterschiede 
finden lassen.

generell stellt sich für kommende Studien – und TeDS-m stellt hier angesichts des 
Aufschwungs der empirischen lehrerforschung nur die erste möglichkeit dar – die Auf-
gabe, Fragen nachzugehen, die angesichts des Charakters der MT21-Stichprobe und des 
MT21-Tests offen gelassen werden mussten. So muss mit größeren Fallzahlen geprüft 
werden, inwieweit die vorgestellten modelle über die länder hinweg invariant sind. mit 
repräsentativen Stichproben sind die deskriptiven ergebnisse zu replizieren, bevor hier-
aus Schlussfolgerungen gezogen werden können.

in konzeptioneller Hinsicht stellt sich die Aufgabe, einen mathematikdidaktik-Test 
zu entwickeln, der Aufgaben enthält, die ohne mathematische Kompetenz gelöst wer-
den können. Beispiele dafür wurden eingangs aufgelistet. erst dann wird die Aufstellung 
und Überprüfung eines multiplikativen, nicht-kompensatorischen modells möglich, das 
intuitiv für das Verhältnis von mathematischer und mathematikdidaktischer Kompetenz 
plausibler ist als ein additiv-kompensatorisches modell. ein solcher Test sollte dann auch 
ausgewogener die inhaltsgebiete berücksichtigen und diese breiter abdecken. im MT21-
Test ist vor allem die Statistik mit zu wenigen items vertreten, und das gebiet der Funk-
tionen ist zu eng definiert.

Abschließend sei festgehalten, dass die vorliegenden ergebnisse nicht nur für den 
Bereich der modellierung von lehrerkompetenzen darauf hinweisen, dass stärker unter-
schiedliche Wege in der Skalierung gegangen werden sollten, auch wenn die ergebnisse 
dann schwerer zu vermitteln sind. Da sie aber unterschiedliche Schlussfolgerungen zulas-
sen, können sie vor zu schnellen Schlüssen schützen.
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Anmerkungen

1 MT21 wurde von der National Science Foundation (reC-0231886) und der Alexander-von-
Humboldt-Stiftung gefördert. Die hier geäußerten Thesen und interpretationen sind die der 
Autorinnen und repräsentieren nicht die meinungen der Stiftungen. Die Autorinnen danken 
Jan-eric gustafsson, Johannes Hartig, richard T. Houang, rainer lehmann, gabriele Kaiser 
und William H. Schmidt für wertvolle Anmerkungen und Hinweise zu früheren Versionen 
dieses Beitrags. Verbleibende missverständnisse und irrtümer gehen selbstverständlich aus-
schließlich zulasten der Autorinnen.

2 Die Datenerhebung für MT21 fand 2006 statt. Seither ist im Zuge des sogenannten „Bologna-
Prozesses“ vor allem die lehrerausbildung in Deutschland in einigen Bundesländern Verän-
derungen unterzogen worden. Diese sind in der Stichprobe nicht abgebildet, da die deutschen 
lehrkräfte ihre Ausbildung noch vollständig im grundständigen System erhalten hatten.

3 Für den vorliegenden Beitrag konnte auf den vollen itempool des MT21-Tests zurückgegriffen 
werden. Für die Analysen des nationalen Datensatzes (Blömeke et al. 2008) hatten aufgrund 
der geringeren Stichprobengröße acht items ausgeschlossen werden müssen.

4 Wir danken den anonymen gutachterinnen und gutachtern, die auf dieses Problem aufmerk-
sam gemacht und uns insofern zu einem neuansatz bewogen haben.
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